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Resumo

Este trabalho apresenta um método analitico no dominio da freqiiéncia para identificacdo de modelos
lineares de plantas com multiplas entradas e saidas. O modelo é calculado pela minimizacdo de um
critério bem definido baseado em norma quadratica. As respostas em freqiiéncia dos varios canais do
modelo sao ajustadas as correspondentes respostas em freqiiéncia medidas dos canais da planta. Os
modelos séo calculados sob a forma de matriz fungéo de transferéncia, a partir da expanséo de um
conjunto gerador. Considera-se que as plantas utilizadas possam ser ajustadas por modelos lineares e
invariantes no tempo. No caso de plantas com comportamento nao-linear, a metodologia pode ser
aplicada em pontos de operacao dessas plantas para obtencdo de modelos linearizados. No final do
artigo, aplica-se a metodologia com bons resultados em trés exemplos encontrados na literatura.
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Introducéo

A sintese de uma lei de controle visa aten-
der requisitos de robustez em estabilidade e de-
sempenho dos sistemas sob analise. Naturalmen-
te, 0 emprego da sintese requer, previamente, a
obtencdo de um modelo matematico que descre-
va adequadamente o comportamento dinamico da
planta. Um bom modelo é aquele que consegue
representar a dindmica do sistema satisfatoria-

mente sem apresentar uma complexidade mate-
matica excessiva. Em geral, o modelo de um sis-
tema pode ser obtido de duas maneiras distintas.
A primeira consiste em utilizar as leis das ciéncias
gue regem a dindmica do sistema. Entretanto, se
o sistema a ser modelado for relativamente com-
plexo, essa abordagem pode ndo ser eficiente.
As técnicas de identificacdo surgem como uma
alternativa numérica a modelagem convencional.
Basicamente, consistem em estimar modelos
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numeéricos a partir de um conjunto de dados de
entrada/saida medidos do sistema.

Nos ultimos anos, muitas técnicas de iden-
tificacé@o foram propostas, ora baseadas no domi-
nio do tempo,®t? ora no dominio da freqiién-
cia.Panaesiel As duas formas de identificacéo
apresentam resultados bastante eficientes. Em, 8
entretanto, sao apresentadas algumas vantagens
das técnicas que utilizam dados freqiienciais do
sistema. Entre essas vantagens pode-se citar: mai-
or facilidade para o tratamento do ruido, menor
volume de dados para o ajuste do modelo, inde-
pendéncia das condigdes iniciais e possibilidade
de combinacdo dos dados medidos em varios
experimentos.

No caso das técnicas de identificacdo no
dominio da frequiéncia, os dados utilizados para o
ajuste do modelo correspondem as medidas de
respostas em freqiiéncias dos canais da planta.
A determinacéo do modelo é realizada pelo ajus-
te das respostas em freqiiéncia de seus canais
aos correspondentes dados medidos, por inter-
médio da minimizac&o de um critério de erro, tam-
bém chamado de fungéo objetivo.

Diversos trabalhos j& discutiram o problema
de identificacdo, porém com abordagens distin-
tas como emP2EL4BLE que utilizaram o Método
dos Minimos Quadrados ou mesmo emih 20} 2719
gue empregaram para estimacdo do modelo a
normaH_. Em todos esses trabalhos, observa-se
a preocupacao em obter solu¢gBes analiticas, o
gue normalmente s6 é possivel quando os proble-
mas propostos sao convexos has variaveis de
decisao.

O método proposto de identificacéo de sis-
temas MIMO (Multiple Input Multiple Output) € uma
extensdo da abordagem monovariavel apresenta-
da em®. Para ambos os casos, busca-se mini-
mizar o erro de ajuste entre as respostas em fre-
guéncia do modelo identificado e a do sistema
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sob analise. As fung6es objetivo utilizadas sao
baseadas em norma quadratica. Os problemas
de otimizagao resultantes sdo convexos. As so-
lucbes globais, obtidas por expanséo de conjun-
tos geradores, sdo calculadas analiticamente para
0s sistemas lineares e invariantes no tempo
monovariaveis e multivariaveis.

Para a metodologia MIMO proposta, os ele-
mentos das Matrizes Fun¢des de Transferéncia
(MFT) estimadas apresentam denominadores
comuns, isto €, as Funcdes de Transferéncia (FT)
dos canais compartilham o mesmo conjunto de
poélos. Atécnica multivariavel permite a identifica-
¢do simultanea de todos os canais, dadas as cor-
respondentes respostas em freqiiéncia.

Ao final do artigo, sdo apresentados trés
exemplos académicos nos quais a metodologia
foi aplicada. O primeiro exemplo esta relacionado
com a identificacdo do modelo de um turbogerador.
No segundo exemplo trata-se de um missil ar-ar
e no terceiro de uma aeronave de combate.

Formulacdo do problema e a metodologia
proposta

Considere um sistema multivariavel linear (ou
linearizado em torno de um ponto de operacéo)
com p entradas e q saidas e o conjunto ¢ de
matrizes complexas com dimens@es g x p, re-
presentando as medidas G(j ) de resposta em
freqUiéncia em m valores na faixa de freqiiéncias
de interesse

1)

Sejam aindal?*:
—R(s) o conjunto de todas as funcdes de transfe-
réncia proprias com coeficientes reais, de siste-
mas monovariaveis e invariantes no tempo; e
—M(R(s)) o conjunto das matrizes cujos elementos
pertencem a R(s).



A MFT identificada de um sistema MIMO
com p entradas e g saidas deve ser tal que:

e sua representacdo matematica assumira a
forma:

onde sdo FT monovariaveis estimadas de
ordemn, 6, o vetor de parametros a ser estima-
do e ), um indice que indica o canal especifico
dentre todas as combinacgdes possiveis entre as
p entradas e g saidas do sistema sob analise, ou
seja:

Le A={hilihe N ;1<h<q;1<i<p} ©)

O objetivo do problema de identificag&o pro-
posto consiste em determinar um modelo G, (8, s)
linear, invariante no tempo e de complexidade
limitada, tendo p entradas e q saidas, cuja res-
posta em freqiiéncia se aproxime dos dados de
&1 em (1), de acordo com um critério previamente
estabelecido. Entende-se por complexidade limi-
tada o fato de o modelo G, (9, s) depender do
vetor paramétrico real 8 de dimenséo finita. O
ajuste do modelo parametrizado G, (6, s) aos
dados medidos em ¢ buscard minimizar o se-
guinte erro aditivo:

onde G, (jo) representa aresposta em freqtién-
cia medida do canal )., de acordo com (1) e (2).

As FT Gg, (s) sdo racionais e préprias, sendo
estimadas com ordem n. Para tanto, a represen-
tacéo destas funcfes adotara a seguinte expan-
séo sob a forma de conjuntos geradores:

onde ,

©)

Define-se um critério de custo aditivo J(©),
baseado em norma quadratica, por:

1©)=Y|oBiwc, (0Nt o] @
A

sendo N(o*,jm)e D(B.i®) as respostas em fre-
quéncia dos numeradores de Gy, (s) e do deno-
minador comum de G.(S), respectivamente, e
0=[(a)" ET 1" o vetor de parametros a ser
determinado. Deseja-se calcular os zeros de
Gg,.(s) e os pélos comuns de G (s), minimi-
zando a funcao custo em (4) e buscando determi-
nar uma aproximacéo adequada aos dados de ¢
em (1).

O fluxograma da metodologia MIMO pode
ser visto na figura 1. A primeira parte da meto-
dologia se refere a obtencao da resposta em fre-
gléncia do sistema sob analise, 0 que néo é o
foco desse artigo.
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Calculo da resposta em freqiiéncia

Determinagdo do modelo

Figura 1 - fluxograma da metodologia de identificacdo proposta (MIMO)

Aresposta em frequéncia pode ser determi-
nada, basicamente, de duas maneiras: i) pelas
respostas da planta em regime permanente em
face da aplicacdo de sinais senoidais em suas
entradas; ou ii) a partir da aplicacdo da FFT (Fast
Fourier Transformer) nos sinais de excitagcéo das
entradas da planta e nas correspondentes res-
postas, conforme ilustrado na figura 1.

A segunda parte da metodologia, foco deste
artigo, se refere a determinacéo do modelo. Para
isso, utiliza-se o método proposto discutido na
segdo seguinte.

18 | 3° QUADRIMESTRE DE 2008 €:7

Este método calcula analiticamente os po-
los comuns do modelo G, (s) e M*?(R(s)) e os
zeros de Gg) (s) de maneira 6tima, minimizando
o critério J(8) em (4). Aordem do denominador
comum de G,(S) é gradativamente aumenta-
da, visando reduzir o custo de ajuste a um valor
previamente estabelecido. Dessa forma, obtém-
se uma familia de modelos que satisfazem o
problema, parametrizada pela ordem n. A esco-
Iha da ordem mais adequada esta baseada no
Compromisso entre a precisao necessaria para
se representar o comportamento da planta e a
complexidade matematica desejada para o
modelo.

Caso a ordem do modelo se torne elevada,
os valores singulares de Hankel desse modelo
poderao ser analisados, a fim de checar a possi-
bilidade de realizar uma redugéo de ordem por
truncamento balanceado?®l.

Embora nédo tenha sido explicitado na figu-
ra, considera-se que o modelo calculado ainda
deva passar por uma fase de validac&o, apos a
reducao de ordem.

Determinagdo do modelo

A solucéo 6tima, segundo o critério descrito
em (4), é obtida resolvendo-se o seguinte proble-
ma de otimizacao:

minJ(8) =
0

- mein;” DB, j®) Gy, (j@) - N(a", jo) “z

onde G, (j®) representa aresposta em frequién-
ciamedidadocanal A e A .

A expansao do somatdrio em (4) permite
escrever:



30) = P®Gw N[ +

(%)

onde D(B), e G, sdo fung(”)es de (joy)
e ¥, (jo):= D(B.jo)G; (jo) - N(et", joy).
Além disso, kI’,\(Jml)._ Y, (—joy) -

A soma de funcbes convexas é também uma
funcdo convexal™ 3. Portanto, pode-se afirmar
que o problema descrito em (5) é convexo nas
variaveis a” e P e possui solugdo 6tima

0= = [(cm)” B. 1" que satisfaz:
aJ aJ dJ !
VJ(© oo~ 2
( mln) [agll agqp BEJ
§=gmiﬂ
= 9[(n+1)pq+n]><1 (6)

Para um parametro 6, € 6 descrito em (3),
a diferenciac¢éo da expresséo em (5) obedece a:

d d
__z{z[ hot ¥y, a\gx } @

onde ¥, e ¥, sdo funcdes de (ju,).

As derivadas parciais ¥, (jo;) emrelagéo
a of para ke{0...,n}e B, para le {12...,n}
resultam em:

¥, _{ 0 ser#s
dolts |-(i0)"™ =Ry (jo) ser=s

5 — (o)™ G (1) = Ry G (0,

€ 9B
Vie A.

Substituindo as derivadas parciais acima
em (7), realizando algumas manipulacdes algé-
bricas e suprimindo o argumento (jwi), a fim de
simplificar a notagdo, chega-se a:

A .
ﬁ = iZI:ZRG(Rn—kN (QCX)Jr
-R,«G;D"(B)) @)

o) ZzRe(Rn,|Z[GxN*(g*)]+
i=1
D' )Z| G,Gy. 1) ©

onde Re(-) representa a parte real do argumento.
De acordo com (6), uma condi¢cdo neces-

séaria de otimalidade é ter 3J/daf =0 e

dJ/dB, =0. Assim, igualando (8) e (9) a zero:

> Re(R,(N'(@")-R,4G;D"(B)) =0
i=1 (10)

ZRe(Rn .Z[G N"(a™)]+
i=1
-R,.D’(®),)=0
(11)

onde IT; =TT, (joy) = ) | Gy (jo) G (jo) |
A

Escolhida a ordem n para o denominador
comum da MFT estimada, obtém-se um conjunto
de equacdes para ke {0,3,...,n}em (10) e para
le {12,...,n} em (11). Estas equac¢Bes podem ser

€T 3° QUADRIMESTRE DE 2008 | 19



organizadas sob a forma de um sistema de equa-
¢Oes lineares , onde os termos indepen-
dentes sao aqueles correspondentes ao coeficiente
B, = 1. Amatriz dos coeficientes Q e o vetor inde-
pendente Y tém tratamento computacional mais
facil se analisados de maneira particionada. Supri-
mindo o argumento (jo;) , genericamente, tem-se:

(Q, 0 0 1 -Qbt]o™
0 Q 0 E—le 921
: [ o=
: Lo D=
|
0 0 Q1 -QF ||
Qi QF $1-Q4 B |
_ Yll Y21 . qu ! Y ]T
=l Yo o | 'p (12)

A matriz dos coeficientes Q para o
caso multivariavel é quadrada de dimenséo
(n+1pg+n. As submatrizes Q,, Q5 e Q4 eo
vetor Y& seguem as formas matematicas des-
critas emt 231 para os sistemas monovariaveis,
sendo calculadas para cada canal Ae A do sis-
tema, de acordo com:

Rn
Q=3 R Ry Ris - Ri))

i=1
R 0
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Os termos Q, e ﬁ em (12) podem ser
calculados por:

Rn—lR;Hk
m *
R, ,R,IT
Y. = Re( n—2‘n A )
_B ; : (13)
RoRAIT,,
m
Q, = ZRe(M)
i=
R
R * * *
onde M=| "? [Rn,l Rn-2 Ro]Hx
RO

Exemplos de aplicacéo

Asequir, estao apresentados trés exemplos
académicos onde o método proposto foi aplica-
do. Os modelos MIMO desses exemplos séo
conhecidos para efeito de comparacgéo de resul-
tados. A notacdo “canal y:u” utilizada nesta se-
cao faz referéncia a combinacao formada pela
saiday e a entrada u de um sistema com p entra-
das e g saidas sob analise.

Turbogerador

Esse sistema contém duas entradas e duas
saidas. O modelo linearizado utilizado possui seis
estados e estéa reproduzido em®*® 23, Suas carac-
teristicas principais sao a estabilidade em malha
aberta e um pico ressonante na frequéncia



o = 6,35 rad/s, com fator de amortecimento de
apenas 0,055.

Os resultados obtidos pela aplicacdo da
técnica proposta encontram-se resumidos na
tabela 1. Para a identificacdo, foi utilizado um
vetor de frequéncias com 100 valores no intervalo
de 0,03 rad/s a 30 rad/s, considerando o

espacamento logaritmico uniforme. Neste caso,
0 primeiro modelo estimado com custo satisfa-
tério em relacdo ao modelo original foi

Os modelos com ordem n < 5 apresentaram
custos de ajuste bastante elevados e, portanto,
ndo sdo boas aproximacdes para o sistema con-
siderado.

Tabela 1 - Custos obtidos (por canal e total) para o exemplo do turbogerador.

Custo do canal (J,) Custo total
Ordem (n)
de D(s) 1:1 2:1 1:2 2:2

3 11,369 6,468 491,009 688,824 1197,671
4 2,474 3,999 175,405 161,126 343,005
5 2,969 8,088 150,526 143,307 304,891
6 1,079.10" 5,140.10-° 7,812.10° 8,762.10° 1,710.10°8
7 7,120.101° 1,924.10° 3,694.10° 3,638.10°8 7,596.10°
8 5,040.10-1° 1,864.10° 2,222.10° 2,611.10°% 5,070.10°

Tabela 2 - Custos obtidos (por canal e total) para o exemplo do missil ar-ar.

Custo do canal (J,) Custo total
Ordem (n)
de D(s) 1:1 2:1

2 8,1467 30,5079 38,6545
3 0,7709 2,7901 3,5611
4 2,4289x10°" 3,9113x10" 6,3402x10"
5 1,3199x10" 2,2353x10" 3,5553x10"
6 1,6013x10-° 2,1719x10-10 3,7732x10°1°

Tabela 3 - Custos obtidos por canal e total para o exemplo da aeronave de combate.

Custo do canal (J,) Custo total
Ordem (n)
de D(s) 1:1 2:1 1:2 2:2

3 46,981 161,804 64,181 113,029 385,997
4 20,395 60,773 14,223 40,777 136,169
5 1,687.10° 4,612.10° 1,174.10° 3,064.10° 1,053.10°®
6 6,342.10° 2,536.10° 5,065.10° 1,675.10° 5,351.10
7 4,813.10° 7,709.10° 1,988.10° 4,648.10° 1,916.10°
8 2,096.10° 1,661.10° 1,327.10° 1,224.10° 3,228.10
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Missil ar-ar

O modelo ndo-linear do canal de elevacéo
de um missil ar-ar foi proposto por**: 2% de onde
podem ser extraidos os valores dos coeficientes
numeéricos. O sistema contém uma entrada e
duas saidas e seu modelo de ordem 4 é reprodu-
zido, resumidamente, em®3. A dinamica modela-
da representa um missil voando a uma altitude de
20.000 pés. E suposto verdadeiro o desaco-
plamento dos eixos de rumo (longitudinal) e de
rolagem.

Os resultados obtidos encontram-se resu-
midos na tabela 2. O vetor de frequéncias utiliza-
do contém 100 pontos com espacamento logarit-
mico uniforme na faixa de 0,01 rad/s a 100 rad/s.
De acordo com a preciséo necessaria, é possivel
utilizar um modelo de ordem menor que a do
modelo original, com erro de ajuste satisfatorio.
Essa concluséo é possivel observando-se os
diagramas de resposta em freqiiéncia do modelo
calculado para ordem 3, que, na faixa de frequién-
cias adotada, estdo praticamente coincidentes
com os correspondentes calculados a partir do
modelo original.

Aeronave de combate

Para este exemplo, foi utilizado o modelo
linearizado de uma aeronave de combate, sob
determinadas condi¢cbes de v6o, apresentado,
por? e reproduzido em®l, O vetor de estados
consiste nas principais variaveis de corpo rigido
do veiculo: velocidade longitudinal, angulo de ata-
gue, taxa de arfagem e angulo de atitude em
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Conclusodes
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de modelos lineares, aplicavel em sistemas dina-
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