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Resumo

Este trabalho apresenta um método analítico no domínio da freqüência para identificação de modelos

lineares de plantas com múltiplas entradas e saídas. O modelo é calculado pela minimização de um

critério bem definido baseado em norma quadrática. As respostas em freqüência dos vários canais do

modelo são ajustadas às correspondentes respostas em freqüência medidas dos canais da planta. Os

modelos são calculados sob a forma de matriz função de transferência, a partir da expansão de um

conjunto gerador. Considera-se que as plantas utilizadas possam ser ajustadas por modelos lineares e

invariantes no tempo. No caso de plantas com comportamento não-linear, a metodologia pode ser

aplicada em pontos de operação dessas plantas para obtenção de modelos linearizados. No final do

artigo, aplica-se a metodologia com bons resultados em três exemplos encontrados na literatura.

Palavras-chave

Identificação de sistemas, sistemas MIMO, resposta em freqüência, conjuntos geradores.

Introdução

A síntese de uma lei de controle visa aten-

der requisitos de robustez em estabilidade e de-

sempenho dos sistemas sob análise. Naturalmen-

te, o emprego da síntese requer, previamente, a

obtenção de um modelo matemático que descre-

va adequadamente o comportamento dinâmico da

planta. Um bom modelo é aquele que consegue

representar a dinâmica do sistema satisfatoria-

mente sem apresentar uma complexidade mate-

mática excessiva. Em geral, o modelo de um sis-

tema pode ser obtido de duas maneiras distintas.

A primeira consiste em utilizar as leis das ciências

que regem a dinâmica do sistema. Entretanto, se

o sistema a ser modelado for relativamente com-

plexo, essa abordagem pode não ser eficiente.

As técnicas de identificação surgem como uma

alternativa numérica à modelagem convencional.

Basicamente, consistem em estimar modelos

15



3o QUADRIMESTRE DE 2008

numéricos a partir de um conjunto de dados de

entrada/saída medidos do sistema.

Nos últimos anos, muitas técnicas de iden-

tificação foram propostas, ora baseadas no domí-

nio do tempo,[8],[12] ora no domínio da freqüên-

cia.[2],[4],[19],[25],[16]  As duas formas de identificação

apresentam resultados bastante eficientes. Em,[18]

entretanto, são apresentadas algumas vantagens

das técnicas que utilizam dados freqüenciais do

sistema. Entre essas vantagens pode-se citar: mai-

or facilidade para o tratamento do ruído, menor

volume de dados para o ajuste do modelo, inde-

pendência das condições iniciais e possibilidade

de combinação dos dados medidos em vários

experimentos.

No caso das técnicas de identificação no

domínio da freqüência, os dados utilizados para o

ajuste do modelo correspondem às medidas de

respostas em freqüências dos canais da planta.

A determinação do modelo é realizada pelo ajus-

te das respostas em freqüência de seus canais

aos correspondentes dados medidos, por inter-

médio da minimização de um critério de erro, tam-

bém chamado de função objetivo.

Diversos trabalhos já discutiram o problema

de identificação, porém com abordagens distin-

tas como em[22],[6],[14],[5],[3] que utilizaram o Método

dos Mínimos Quadrados ou mesmo em[11], [10], [17], [9],

que empregaram para estimação do modelo a

norma H∞. Em todos esses trabalhos, observa-se

a preocupação em obter soluções analíticas, o

que normalmente só é possível quando os proble-

mas propostos são convexos nas variáveis de

decisão.

O método proposto de identificação de sis-

temas MIMO (Multiple Input Multiple Output) é uma

extensão da abordagem monovariável apresenta-

da em[1]. Para ambos os casos, busca-se mini-

mizar o erro de ajuste entre as respostas em fre-

qüência do modelo identificado e a do sistema

sob análise. As funções objetivo utilizadas são
baseadas em norma quadrática. Os problemas
de otimização resultantes são convexos. As so-
luções globais, obtidas por expansão de conjun-
tos geradores, são calculadas analiticamente para
os sistemas lineares e invariantes no tempo
monovariáveis e multivariáveis.

Para a metodologia MIMO proposta, os ele-
mentos das Matrizes Funções de Transferência
(MFT) estimadas apresentam denominadores
comuns, isto é, as Funções de Transferência (FT)
dos canais compartilham o mesmo conjunto de
pólos. A técnica multivariável permite a identifica-
ção simultânea de todos os canais, dadas as cor-
respondentes respostas em freqüência.

Ao final do artigo, são apresentados três
exemplos acadêmicos nos quais a metodologia
foi aplicada. O primeiro exemplo está relacionado
com a identificação do modelo de um turbogerador.
No segundo exemplo trata-se de um míssil ar-ar

e no terceiro de uma aeronave de combate.

Formulação do problema e a metodologia
proposta

Considere um sistema multivariável linear (ou

linearizado em torno de um ponto de operação)

com p entradas e q saídas e o conjunto G de

matrizes complexas com dimensões q ×  p, re-

presentando as medidas G(j ω) de resposta em

freqüência em m valores na faixa de freqüências

de interesse                                     :

                                                        (1)

Sejam ainda[24]:

– R(s) o conjunto de todas as funções de transfe-

rência próprias com coeficientes reais, de siste-

mas monovariáveis e invariantes no tempo; e

– M(R(s)) o conjunto das matrizes cujos elementos

pertencem a R(s).
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A MFT identificada de um sistema MIMO

com p entradas e q saídas deve ser tal que:

e sua representação matemática assumirá a

forma:

onde 

)s(Gn
,e λ

 são FT monovariáveis estimadas de

ordem n, θ , o vetor de parâmetros a ser estima-

do e λ , um índice que indica o canal específico

dentre todas as combinações possíveis entre as

p entradas e q saídas do sistema sob análise, ou

seja:

(2)

O objetivo do problema de identificação pro-

posto consiste em determinar um modelo G
e
 (θ, s)

linear, invariante no tempo e de complexidade

limitada, tendo p entradas e q saídas, cuja res-

posta em freqüência se aproxime dos dados de

G em (1), de acordo com um critério previamente

estabelecido. Entende-se por complexidade limi-

tada o fato de o modelo G
e
 (θ, s) depender do

vetor paramétrico real θ de dimensão finita. O

ajuste do modelo parametrizado G
e
 (θ, s) aos

dados medidos em   G buscará minimizar o se-

guinte erro aditivo:

onde 

)j(G ωλ

 representa a resposta em freqüên-

cia medida do canal λ , de acordo com (1) e (2).

As FT           são racionais e próprias, sendo

estimadas com ordem n. Para tanto, a represen-

tação destas funções adotará a seguinte expan-

são sob a forma de conjuntos geradores:

onde                                                      ,

                                                ,

                                          e

                                            .

Define-se um critério de custo aditivo 
)(J θ

,

baseado em norma quadrática, por:

∑
λ

λ
λ ωα−ωωβ=θ

2

2
)j,(N)j(G)j,(D)(J

sendo )j,(N ωαλ e )j,(D ωβ  as respostas em fre-

qüência dos numeradores de )s(Gn
,e λ  e do deno-

minador comum de )s(Ge , respectivamente, e
TTT ])([ βα=θ Λ  o vetor de parâmetros a ser

determinado. Deseja-se calcular os zeros de

)s(Gn
,e λ  e os pólos comuns de )s(Ge , minimi-

zando a função custo em (4) e buscando determi-

nar uma aproximação adequada aos dados de G

em (1).

O fluxograma da metodologia MIMO pode

ser visto na figura 1. A primeira parte da meto-

dologia se refere à obtenção da resposta em fre-

qüência do sistema sob análise, o que não é o

foco desse artigo.

(3)

(4)

{ }pi1;qh1;h,i|hi ≤≤≤≤∈=Λ∈λ N

)s(Gn
,e λ

J(θ)

Gλ (jω)
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Figura 1 – fluxograma da metodologia de identificação proposta (MIMO)

A resposta em freqüência pode ser determi-

nada, basicamente, de duas maneiras: i) pelas

respostas da planta em regime permanente em

face da aplicação de sinais senoidais em suas

entradas; ou ii) a partir da aplicação da FFT (Fast

Fourier Transformer) nos sinais de excitação das

entradas da planta e nas correspondentes res-

postas, conforme ilustrado na figura 1.

A segunda parte da metodologia, foco deste

artigo, se refere à determinação do modelo. Para

isso, utiliza-se o método proposto discutido na

seção seguinte.

Este método calcula analiticamente os pó-

los comuns do modelo ))s(R(M)s(G pq
e

×∈  e os

zeros de )s(Gn
,e λ  de maneira ótima, minimizando

o critério )(J θ  em (4). A ordem do denominador

comum de )s(Ge  é gradativamente aumenta-

da, visando reduzir o custo de ajuste a um valor

previamente estabelecido.  Dessa forma, obtém-

se uma família de modelos que satisfazem o

problema, parametrizada pela ordem n. A esco-

lha da ordem mais adequada está baseada no

compromisso entre a precisão necessária para

se representar o comportamento da planta e a

complexidade matemática desejada para o

modelo.

Caso a ordem do modelo se torne elevada,

os valores singulares de Hankel desse modelo

poderão ser analisados, a fim de checar a possi-

bilidade de realizar uma redução de ordem por

truncamento balanceado[26].

Embora não tenha sido explicitado na figu-

ra, considera-se que o modelo calculado ainda

deva passar por uma fase de validação, após a

redução de ordem.

Determinação do modelo

A solução ótima, segundo o critério descrito

em (4), é obtida resolvendo-se o seguinte proble-

ma de otimização:

=θ
θ

)(Jmin

∑
λ

λ
λ

θ
ωα−ωωβ=

2

2
)j,(N)j(G)j,(Dmin

onde )j(G ωλ  representa a resposta em freqüên-

cia medida do canal Λ∈λ .

A expansão do somatório em (4) permite

escrever:
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         (5)

onde            , 

)(N λα

 e λG  são funções de )j( iω
e  =ωΨλ :)j( i  )j,(N)j(G)j,(D iii ωα−ωωβ λ

λ .

Além disso, )j(:)j( ii
* ω−Ψ=ωΨ λλ .

A soma de funções convexas é também uma

função convexa[7], [23]. Portanto, pode-se afirmar

que o problema descrito em (5) é convexo nas

variáveis λα  e β  e possui solução ótima
TT

min
T

minmin ])([ βα=θ=θ Λ  que satisfaz:

min

T

qp11min
JJJ

)(J

θ=θ

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

β∂
∂

α∂
∂

α∂
∂=θ∇ L

1]npq)1n[( ×++= 0

Para um parâmetro ∈θ t θ  descrito em (3),

a diferenciação da expressão em (5) obedece a:

∑ ∑
= λ

λ
λλ

λ

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

θ∂
Ψ∂

Ψ+Ψ
θ∂
Ψ∂

=
θ∂
∂ m

1i t

*
*

tt

][
J

(7)

onde λΨ  e *
λΨ  são funções de )j( iω .

As derivadas parciais )j( iωΨλ  em relação

a λαk  para }n,,1,0{k K∈ e lβ  para }n,,2,1{l K∈
resultam em:

⎩
⎨
⎧

=ω−=ω−
≠

=
α∂

Ψ∂

−
−λ

λ

srse)j(R:)j(

srse0

ikn
kn

ik
s

r

e ),j(GR:)j(G)j( ilni
ln

i
l

ω=ωω=
β∂
Ψ∂

λ−λ
−λ

Λ∈λ∀ .

Substituindo as derivadas parciais acima

em (7), realizando algumas manipulações algé-

bricas e suprimindo o argumento 

)j( iω

, a fim de

simplificar a notação, chega-se a:

∑
=

λ
−λ

+α=
α∂
∂ m

1i

*
kn

k

)(NR(2
J

Re

))(DGR **
kn β− λ−                             (8)

∑ ∑
= λ

λ
λ− +α=

β∂
∂ m

1i

*
ln

l

)](NG[R(2
J

Re

)|GG|)(DR **
ln ∑

λ
λλ− β−

onde )( ⋅Re  representa a parte real do argumento.

De acordo com (6), uma condição neces-

sária de otimalidade é ter 0/J k =α∂∂ λ  e

0/J l =β∂∂ .  Assim, igualando (8) e (9) a zero:

0))(DGR)(NR(
m

1i

**
kn

*
kn =β−α∑

=
λ−

λ
−Re

∑ ∑
= λ

λ
λ− +α

m

1i

*
ln )](NG[R(Re

0))(DR *
ln =Πβ− λ−

onde ∑
λ

λλλλ ωω=ωΠ=Π |)j(G)j(G|)j( i
*

ii .

Escolhida a ordem n para o denominador

comum da MFT estimada, obtém-se um conjunto

de equações para }n,,1,0{k K∈ em (10) e para

}n,,2,1{l K∈  em (11). Estas equações podem ser

(6)

  (9)

  (11)

  (10)

L+α−β=θ
2

2

11
11 )(NG)(D)(J

)(D β

(jωi)
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organizadas sob a forma de um sistema de equa-

ções lineares              , onde os termos indepen-

dentes são aqueles correspondentes ao coeficiente

β
0
 = 1. A matriz dos coeficientes Q e o vetor inde-

pendente Y  têm tratamento computacional mais

fácil se analisados de maneira particionada. Supri-

mindo o argumento )j( iω , genericamente, tem-se:

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

β
α

α
α

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
−

qp

21

11

4
qp
3

21
3

11
3

qp
21

21
21

11
21

QQQQ

QQ00

Q0Q0

Q00Q

M

L

L

MMOMM

L

L

[ ]Tqp2111 YYYY βααα= L        (12)

A matriz dos coeficientes Q para o

caso multivariável é quadrada de dimensão

npq)1n( ++ .  As submatrizes 1Q , λ
2Q  e λ

3Q  e o

vetor λ
αY  seguem as formas matemáticas des-

critas em[1], [23] para os sistemas monovariáveis,

sendo calculadas para cada canal Λ∈λ do sis-

tema, de acordo com:

Os termos 

4Q

 e  βY  em (12) podem ser

calculados por:

∑
=

λ

λ−

λ−

β

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Π

Π
Π

=
m

1i
*
n0

*
n2n

*
n1n

)

RR

RR

RR

Y
M

(Re
       (13)

∑
=

=
m

1i
4 )M(Q Re

onde [ ] λ−−
−

−

Π
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= *
0

*
2n

*
1n

0

2n

1n

RRR

R

R

R

M L
M

.

Exemplos de aplicação

A seguir, estão apresentados três exemplos

acadêmicos onde o método proposto foi aplica-

do. Os modelos MIMO desses exemplos são

conhecidos para efeito de comparação de resul-

tados. A notação “canal y:u” utilizada nesta se-

ção faz referência à combinação formada pela

saída y e a entrada u de um sistema com p entra-

das e q saídas sob análise.

Turbogerador

Esse sistema contém duas entradas e duas

saídas. O modelo linearizado utilizado possui seis

estados e está reproduzido em[13], [23]. Suas carac-

terísticas principais são a estabilidade em malha

aberta e um pico ressonante na freqüência

[ ]∑
=

−
−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
m

1i

*
0

*
1n

*
n

0

1n

n

1 )RRR

R

R

R

(Q L
M

Re

Q
4

Y
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35,6=ω  rad/s, com fator de amortecimento de

apenas 0,055.

Os resultados obtidos pela aplicação da

técnica proposta encontram-se resumidos na

tabela 1. Para a identificação, foi utilizado um

vetor de freqüências com 100 valores no intervalo

de 0,03 rad/s a 30 rad/s, considerando o

espaçamento logarítmico uniforme. Neste caso,

o primeiro modelo estimado com custo satisfa-

tório em relação ao modelo original foi            .

Os modelos com ordem n ≤ 5 apresentaram

custos de ajuste bastante elevados e, portanto,

não são boas aproximações para o sistema con-

siderado.

Tabela 1 – Custos obtidos (por canal e total) para o exemplo do turbogerador.

Tabela 2 – Custos obtidos (por canal e total) para o exemplo do míssil ar-ar.

Tabela 3 – Custos obtidos por canal e total para o exemplo da aeronave de combate.

Ordem (n)
de D(s) 1:1

46,981

20,395

1,687.10-9

6,342.10-9

4,813.10-9

2,096.10-9

1:2

64,181

14,223

1,174.10-9

5,065.10-9

1,988.10-9

1,327.10-9

2:2

113,029

40,777

3,064.10-9

1,675.10-8

4,648.10-9

1,224.10-8

2:1

161,804

60,773

4,612.10-9

2,536.10-8

7,709.10-9

1,661.10-8

Custo do canal (Jλ)

3

4

5

6

7

8

385,997

136,169

1,053.10-8

5,351.10-8

1,916.10-8

3,228.10-8

Custo total

Ordem (n)
de D(s) 1:1

8,1467

0,7709

2,4289x10-11

1,3199x10-11

1,6013x10-10

2:1

30,5079

2,7901

3,9113x10-11

2,2353x10-11

2,1719x10-10

Custo do canal (Jλ)

2

3

4

5

6

38,6545

3,5611

6,3402x10-11

3,5553x10-11

3,7732x10-10

Custo total

Ordem (n)
de D(s) 1:1

11,369

2,474

2,969

1,079.10-11

7,120.10-10

5,040.10-10

1:2

491,009

175,405

150,526

7,812.10-9

3,694.10-8

2,222.10-8

2:2

688,824

161,126

143,307

8,762.10-9

3,638.10-8

2,611.10-8

2:1

6,468

3,999

8,088

5,140.10-10

1,924.10-9

1,864.10-9

Custo do canal (Jλ)

3

4

5

6

7

8

1197,671

343,005

304,891

1,710.10-8

7,596.10-8

5,070.10-8

Custo total
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Míssil ar-ar

O modelo não-linear do canal de elevação

de um míssil ar-ar foi proposto por[15], [20], de onde

podem ser extraídos os valores dos coeficientes

numéricos. O sistema contém uma entrada e

duas saídas e seu modelo de ordem 4 é reprodu-

zido, resumidamente, em[23]. A dinâmica modela-

da representa um míssil voando a uma altitude de

20.000 pés. É suposto verdadeiro o desaco-

plamento dos eixos de rumo (longitudinal) e de

rolagem.

Os resultados obtidos encontram-se resu-

midos na tabela 2. O vetor de freqüências utiliza-

do contém 100 pontos com espaçamento logarít-

mico uniforme na faixa de 0,01 rad/s a 100 rad/s.

De acordo com a precisão necessária, é possível

utilizar um modelo de ordem menor que a do

modelo original, com erro de ajuste satisfatório.

Essa conclusão é possível observando-se os

diagramas de resposta em freqüência do modelo

calculado para ordem 3, que, na faixa de freqüên-

cias adotada, estão praticamente coincidentes

com os correspondentes calculados a partir do

modelo original.

Aeronave de combate

Para este exemplo, foi utilizado o modelo

linearizado de uma aeronave de combate, sob

determinadas condições de vôo, apresentado,

por[21] e reproduzido em[23]. O vetor de estados

consiste nas principais variáveis de corpo rígido

do veículo: velocidade longitudinal, ângulo de ata-

que, taxa de arfagem e ângulo de atitude em

arfagem. O modelo final contém, além dos esta-

dos descritos, duas variáveis referentes à dinâmi-

ca de dois atuadores utilizados na aeronave,

resultando num modelo de 6a ordem. Define-se

também o ângulo de trajetória como o ângulo do

vetor velocidade em relação à horizontal.

Os resultados obtidos encontram-se resu-

midos na tabela 3. O vetor de freqüências utiliza-

do contém 100 pontos com espaçamento logarít-

mico uniforme na faixa de 0,01 rad/s a 100 rad/s.

O algoritmo alcançou uma solução de ordem

menor que a do modelo original, com erro de ajuste

satisfatório.

Conclusões

Neste artigo foi apresentado um método ana-

lítico de identificação no domínio da freqüência

de modelos lineares, aplicável em sistemas dinâ-

micos multivariáveis. Este trabalho complementa

o apresentado em[1], no qual tratou-se mais dire-

tamente de sistemas dinâmicos monovariáveis.

Os modelos obtidos pela metodologia estão sob

a forma de matriz função de transferência. Por

construção, os polinômios característicos calcu-

lados dos vários canais do modelo são iguais. Isto

reduz significativamente o número de parâmetros

estimados, diminuindo o tempo de processamento

computacional e facilitando o cálculo de realiza-

ções da matriz função de transferência com ordens

provavelmente mínimas. As aplicações da meto-

dologia proposta em três exemplos encontrados

na literatura apresentaram bons resultados.
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