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RESUMO

Os sistemas ndo-lineares sdo passiveis de apresentar movimento caético.
Modernamente, o caos é entendido como o comportamento estocdstico de
sistemas deterministicos. Este trabalho apresenta uma revisao sobre as
principais caracteristicas do caos em sistemas mecdnicos: forte dependéncia
das condigades iniciais, ferradura de Smale, atrator estranho, conjunto de
Cantor, dimensao fractal, fronteira fractal de bacias de atracdo e expoentes
de Lyapunov.

1. INTRODUCAO

s modelos nao-lineares, de um modo

geral, descrevem melhor os fendme-

nos fisicos. Contudo, as dificulda-

des inerentes ao estudo dos problemas nao-

lineares, e o sucesso da mecanica linear,

incentivaram, cada vez mais, o estudo de

modelos lineares e bem comportados, fa-

zendo com que os modelos nao-lineares
fossem evitados por muitas vezes.

Euler explicita bem a dificuldade

de tratar problemas ndo-lineares quando

fala sobre o movimento de fluidos: “Se
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ndo nos € permitido penetrar a um conhe-
cimento completo sobre o movimento dos
fluidos, nao é a mecénica e a insuficién-
cia dos principios conhecidos do movi-
mento que se deve atribuir isto, mas a pro-
pria andlise que aqui nos abandona”

O estudo de modelos lineares criou
paradigmas que se enraizaram na tradi¢ao
histérica. O determinismo estrito € um
bom exemplo disto e pode ser bem repre-
sentado pelo pensamento de Laplace que
diz: “Devemos ver o estado presente do
universo como o efeito do seu estado an-
terior, e como a causa daquele que vird.
Uma inteligéncia que, em qualquer ins-
tante dado, soubesse todas as forcas pela
qual o mundo natural se move e a posi¢cdo
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de cada uma de suas partes componentes, e que tivesse também a capacidade de submeter
todos estes dados a andlise matemadtica, poderia encompassar na mesma formula os movi-
mentos dos maiores objetos do universo e aqueles dos menores dtomos; nada seria incerto
para ele, e o futuro, assim como o passado, estaria presente diante de seus olhos”.

Foi Poincaré, em fins do século XIX, que falou claramente sobre o acaso se contra-
pondo ao determinismo estrito de Laplace: “Uma causa muito diminuta, que nos escapa,
determina um efeito considerdvel, que nao podemos deixar de ver, e entdo dizemos que este
efeito é devido ao acaso. Se pudéssemos conhecer exatamente as leis da natureza e a situa-
¢do do universo no instante inicial, seriamos capazes de prever exatamente a situa¢do deste
mesmo universo no instante subseqiiente. Mas mesmo quando as leis naturais ja ndo tives-
sem mais segredo para nos, so poderiamos conhecer a situagdo inicial aproximadamente. Se
isto nos permite antecipar a situagdo subseqtiiente com o mesmo grau de aproximagao, fica-
mos satisfeitos, dizemos que o fendmeno foi previsto, que é governado por leis. Mas nem
sempre isto ocorre; pode acontecer que diferencas minimas nas condigoes iniciais produzam
diferencas muito grandes no fendmeno final; um erro minimo nas primeiras produziria um
erro enorme neste tltimo. A previsao torna-se impossivel e temos o fenémeno do acaso”.

Em 1963, Lorenz desenvolvia estudos sobre problemas atmosféricos, quando se de-
parou com o acaso descrito por Poincaré. Contando com o auxilio de um computador, Lorenz
tratava o modelo de Rayleigh-Bernard para convecgao de fluidos, e observou que uma pe-
quena variagdo nas condig¢des iniciais poderia acarretar grandes diferengas na evolugdo do
sistema. Este fato ficou conhecido como efeito borboleta, como uma alusdo de que se uma
borboleta batesse suas asas em algum lugar do planeta, ela poderia alterar a resposta do
sistema dindmico. Tratava-se de um sistema totalmente deterministico cujos resultados po-
deriam ser aleatorios.

Este trabalho trouxe “a assustadora compreensdo de que equagcées matemadticas sim-
ples podiam servir de modelo para sistemas tao violentos” (Gleick, 1987). Iniciava-se ai o
moderno estudo do caos, cujas idéias bdsicas haviam sido alcangadas por Poincaré. O caos é
uma das inimeras possibilidades de comportamento de um sistema nao-linear.

A idéia de que a natureza é bem comportada, que domina o senso comum, € uma
conseqiiéncia da exagerada utilizacdo de modelos lineares, o que limitou o espectro de ané-
lise por muitos anos, eliminando uma incrivel variedade de comportamentos.

A ciéncia moderna tende a atribuir o nome caos a0 comportamento estocastico de
sistemas deterministicos (Srewart, 1991). Cabe estabelecer a distingdao entre fendmenos ale-
atdrios e cadticos. Os fendmenos aleatérios dizem respeito a sistemas nao-deterministicos.
Ou seja, o sistema apresenta uma resposta aleatériacomo uma conseqiiéncia de uma entrada
aleatoria (Meirovitch, 1986). Por outro lado, os fendmenos cadticos sao deterministicos. Assim,
para uma entrada totalmente conhecida e determinada surge uma resposta aleatdria.

O presente trabalho tem como objetivo apresentar alguns conceitos basicos relaciona-
dos ao caos. Inicialmente apresentam-se alguns sistemas fisicos simples descritos por mode-
los ndo-lineares. A seguir tratam-se algumas caracteristicas apresentadas em uma resposta
cadtica: comportamento cadtico, ferradura de Smale, expoentes de Lyapunov.
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2.SISTEMAS FiSICOS NAO-LINEARES

Esta se¢do apresenta alguns exemplos de sistemas fisicos descritos através de mode-
los ndo-lineares. Apesar da simplicidade dos modelos apresentados, cada um deles possui
uma dindmica muito rica, passivel de exibir um movimento cadtico.

Considere, inicialmente, o movimento do pén-
dulo (Figura I). A descrigdo deste movimento pode ser
obtida fazendo o equilibrio das for¢as que atuam na FQ) A
massa /. Assumindo um amortecimento viscoso line-
ar e um forgamento periddico, obtém-se a seguinte equa-
¢do do movimento,

0+ ab + w,2sen(6) = u sen(2t) (1)

onde 6 representa a posi¢do do péndulo e é uma cons-
tante. w  estd associado a freqii€ncia natural do siste-
ma. 1 e L2 representam a amplitude e a freqiiéncia do
forcamento periddico, respectivamente. O ponto signi-
fica a derivada em relagdo ao tempo, .

Figura 1: Péndulo simples.

A consideragdo de que o movimento do péndulo ocorre com pequenos dngulos, (sen(6)
= @), simplifica consideravelmente a equagdo do movimento, tornando-a linear. Esta aproxi-
macao, usualmente aceita, modifica totalmente a dindmica do sistema.

Outro exemplo a ser considerado é um oscilador massa-mola-amortecedor, submeti-
do a um forcamento externo, F(t), onde a forga de restituicao da mola é dada por uma fungao
do tipo K(u) enquanto o amortecimento € dado por uma fungdo C(u,u) (Figura 2).

Figura 2: Oscilador massa-mola-amortecedor.
Fazendo o balango de forgas, obtém-se a seguinte equagdo do movimento,
mii + C(u,u) + K(u) = F(t) (2)

onde u representa o deslocamento da massa .
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Considere entdo, um oscilador com uma forca de restituicdo com nao-linearidade
cubica e um amortecimento viscoso linear. A equagdo do movimento de um sistema deste
tipo, admitindo um forcamento periddico, € mostrada a seguir,

i +out +lu+ Bu =u sen (£). 3)
Esta é a equagdo de Duffing usada para descrever uma série de fendmenos fisicos

importantes, dentre os quais deve-se destacar aviga de Moon & Holmes, que trata a flambagem
de uma viga eldstica submetida a agdo de for¢as magnéticas (Moon, 1980) — (Figura 3).

fol; .
p3en(hd7) Viga

> > /-"Elastica

Imas

Figura 3: Viga de Moon & Holmes

Considere agora uma forga de restituigdo eldstica linear e um amortecimento nao-
linear. A seguinte equagdo do movimento pode ser escrita.

i+ a(l -Bu?)i +olu = 1 sen($x). 4)

Esta é a equagdo de Van der Pol, originalmente obtida para descrever o comporta-
mento de um circuito elétrico com uma vélvula triodo, e uma resisténcia cujas propriedades
variam de acordo com a corrente elétrica. O oscilador mostrado pode ser visto como o andlo-

go mecanico deste circuito. A principal ca-

U racteristica deste oscilador € que ele dissi-

pa energia para grandes amplitudes en-
quanto, para pequenas amplitudes, absor-

k
I—MW 5 ve energia. Este sistema pode ser associa-
—l do a alguns exemplos fisicos cujo com-
y r b portamento pode ser entendido conside-
/ K J rando um sistema massa-mola que desli-
zasobre umaesteira que move-se com ve-
locidade v, (Nayfeh & Mook, 1979) — (Fi-

Figura 4: Sistema auto-excitado. gura4).
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Com o objetivo de estudar fendmenos atmosféricos, Lorenz (1963) utilizou uma ver-
sdo simplificada do modelo de Rayleigh-Bernard para convecgdo natural. O problema consi-
dera duas chapas com temperaturas diferentes, separadas por um fluido. A temperatura da
chapa superior € menor do que a da inferior (Figura 5). O gradiente de temperatura induz o
fluido a se movimentar de forma ascendente enquanto o efeito da gravidade induz o fluido a
se movimentar de forma descendente. A interag@o entre estes dois fatores gera fendmenos
bastante interessantes. Para descrever este fendmeno, € necessario considerar as equagdes de
Navier-Stokes, da continuidade e da condugao de calor. A simplificagao proposta por Lorenz
(Schuster, 1989) esté apresentada a seguir,

x=a(y-x)
y=Bx-y-xz (5)
Z=yz-xy

onde x é proporcional a velocidade de circulagdo do fluido, y caracteriza a diferenga de
temperatura entre elementos de fluidos ascendentes e descendentes e z é proporcional aos
desvios da temperatura vertical desde o valor de equilibrio. @ € um pardmetro associado ao
Niimero de Prandtl, que relaciona viscosidade e condutividade térmica, 3 estd relacionado
com o gradiente de temperatura enquanto ¥ é um fator geométrico.

.Figura 5: Modelo de Lorenz para Convecgéo Natural.

3. COMPORTAMENTO CAOTICO
Um sistema dindmico pode ser expresso da seguinte forma,

x=flx)xeRrR, 6)

Isto significa que um campo vetorial, x, estd sendo submetido a uma transformacgao
imposta por f. O espago das varidveis dependentes do sistema, x, € definido como o espago
fase (Wiggins, 1990). Um ponto de equilibrio ou ponto fixo de um sistema dindmico € defi-
nido como sendo o ponto em que o sistema pode permanecer estaciondrio, ou seja, um ponto
onde a solug@o ndo varia com o tempo. Assim, se X € R" for um ponto de equilibrio do
sistema dindmico, entdo f(X) = 0 (Guckenheimer & Holmes, 1983).
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Considere o oscilador de Duffing, cuja equagdo do movimento estd apresentada em (3).
Escrevendo na forma do sistema dindmico proposto, faz-se x = u e y = u, de onde chega-se a

X=y
y=ay-wk - px}+u sen($%) (7

Os pardmetros do sistema definem a natureza do comportamento. Por exemplo, con-
siderea =0.05, w?=-0.2,8 = 1, £2= 1. Variando-se o valor do pardmetro de forcamento s,
pode-se avaliar quais as excitagdes mais criticas. A resposta do sistema serd observada de
duas maneiras. Na primeira, considera-se a evolug¢do da resposta do sistema no tempo. Na
segunda, olha-se para o espacgo fase. Tomando-se # = 4, tem-se um comportamento periddi-
co, bem comportado, que se repete com o tempo, conforme mostra a Figura 6a. A Figura 6b
caracteriza este comportamento através de uma curva fechada. Por outro lado, tomando-se
( =71.5, o sistema passa a apresentar um comportamento nao-periddico, dificil de ser previs-
to. A Figura 7 mostra esta ndo-periodicidade. Na Figura 7b, este comportamento € represen-
tado através de uma curva que nunca se fecha. A ndo-periodicidade e conseqliente
imprevisibilidade, caracterizam o caos.

3

T

-4 —
A

(@ = © = 7T 0

Figura 6: Resposta periddica. (a) Evolugdao no tempo; (b) Espaco fase.

S S

3

e ——

(a) d;s 30 35

Figura 7: Resposta cadtica. (a) Evolugao no tempo; (b) Espaco fase.
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A segdo de Poincaré elimina uma dimensio do sistema permitindo que se transforme
um sistema continuo no tempo em um mapeamento discreto (Thompsom & Stewart, 1986).
Uma maneira de se definir a se¢do de Poincaré é observar uma dada érbita apenas em pontos
discretos, estroboscopicamente tomados em uma superficie (Figura 8).

Um outro procedimento 1til para a
andlise do comportamento caético € o dia- y
grama de bifurcagdo. O termo bifurcagao foi .
usado pela primeira vez por Poincaré para
expressar uma divisdo das solug¢des de equi- J /T< /
Iibrio. De uma maneira mais geral, entende- '
se bifurcagdo como uma mudanga qualitati- / )
va na estrutura de uma solug¢do, como con- /
seqiiéncia da variagdo dos parametros do sis-
tema (Wiggins, 1990). O diagrama de bifur- Figura 8: Secéo de Poincaré
cagdo apresenta a distribui¢do estroboscopica
da resposta do sistema a partir de uma varia-
¢do lenta de um dado parametro (Thompsom & Stewart, 1986). Desta forma, é possivel ter-se
uma visdo global sobre os efeitos da variagdo deste pardmetro na resposta. A Figura 9 apre-
senta o diagrama de bifurcag¢@o para o oscilador de Duffing. O pardmetro que estd sendo
variado € a amplitude do for¢amento periddico, . Deve-se observar que existem regioes
onde o pardmetro x estd associado a um nimero finito de pontos, assim como regides onde
ele estd associado a uma nuvem de pontos. O comportamento cadtico ocorre nas regioes
onde existe uma nuvem de pontos.

25 v . . . g -

Figura 9: Diagrama de bifurcagdo mostrando o deslocamento
sob a variagdo da amplitude de forgamento.
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4. FERRADURA DE SMALE

Um sistema dindmico pode ser entendido como um campo vetorial, x, que estd sendo
submetido a uma transformagdo imposta por uma fungdo f, x = f{x,t). Pode-se olhar para
estas transformagdes do ponto de vista geométrico, visando avaliar a maneira como uma
forma especifica é transformada pela fungdo f, na medida que o tempo evolui. Desta forma,
faz-se uma andlise qualitativa do sistema dindmico objetivando entender o comportamento
global do sistema. A base para esta andlise € a fopologia, que pode ser entendida como a
ciéncia que trata as transformagdes continuas e as propriedades geométricas de alguns obje-
tos sob a acao de transformagdes (Singer & Thorpe, 1967).

Considere entdo, um quadrado unitdrio, D, submetido a acdo da funcdo f que o trans-
forma de tal forma que contrai em uma dire¢do enquanto o expande em outra, deformando D
de modo que ele se mantenha no espago original. Assim, f transforma D, conforme mostra a
Figura 10.

Hy o
f 4
# .V
l Vo \V2 ____» » / 10 .__b

Ho
/ A
0 1 / \
VOO V01

Figura 10: Sequléncia de transformagdes impostas ao quadrado D pela fungao f.

De maneira andloga, pode-se pensar em uma transformacao inversa, de tal forma que
a contragao e a expansao de D seriam tomadas de forma diferente, conforme mostra a Figura
11.

Hio  Hy

; N\ \\
H1 ) (- N\

i £ v 4
Vo v, | —> 1D A > AP
Ho

X

’ \
’ \
HOO H01

Figura 11: Sequéncia de transformacgdes impostas ao quadrado D
pela funcao inversa de f.

No limite, a interse¢do das transformagdes impostas por f (linhas verticais — Figura
10) com aquelas impostas por f~/ (linhas horizontais — Figura 11), formam um conjunto
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invariante de pontos (Wiggins, 1990; Guckenheimer & Holmes, 1983). Este conjunto possui
a forma de um conjunto de Cantor que é fechado e totalmente desconexo, possuindo uma
infinidade incontdvel de pontos (Moon, 1992). Estas transformagdes implicam que, a um
ponto qualquer de D, p, pode-se associar uma vizinhanga, &, que pode ser infinitamente
pequena, e onde pode-se escolher um outro ponto qualquer, p. Apds a fungdo f atuar um
numero finito de vezes, pode-se observar que os pontos p e p estdo separados de uma distan-
cia finita. Diz-se entdo que o sistema possuiforte dependéncia das condigdes iniciais (Wiggins,
1988). Esta propriedade caracteriza o comportamento cadtico de um sistema dindmico. Tra-
ta-se do efeito borboleta, mencionado por Lorenz, e das causas muito diminutas, enunciadas
por Poincaré, para caracterizar a imprevisibilidade dos sistemas com comportamento cadti-
co.

A forma de ferradura, assumida pelo quadrado unitdrio apds uma transformagdo im-
posta por f, € que identifica o que se chama de ferradura de Smale. A existéncia da ferradura
de Smale é uma das caracteristicas de um sistema dindmico que experimenta um movimento
cadtico. Holisticamente, o processo de formagdo desta ferradura tem sido visualizada como
a transformagdo do padeiro, onde associa-se o quadrado unitdrio, D, a massa de pao que é
preparada a partir de movimentos de contragdo-expansao-dobramento (Gleick, 1987; Stewart,
1991).

O movimento cadtico de um sistema dindmico pode ser caracterizado pela existéncia
da ferradura de Smale. Assim, sob determinadas condigdes, a fung@o f ird transformar o
sistema de forma que existird, em dire¢des distintas, uma expansdo, uma contragao e uma
deformacgdo (ou dobramento). Esta constatagdo impde que um sistema dindmico necessita de
pelo menos 3 dimensdes para exibir um comportamento cadtico (Wiggins, 1990;
Guckenheimer & Holmes, 1983).

De forma rigorosa, a existéncia da ferradura € uma condi¢do necessdria, mas nao
suficiente, para a existéncia do caos. A ferradura de Smale define o mecanismo de formacgao
de uma estrutura fractal, que é o conjunto de Cantor (Moon, 1992). A Figura 12 mostra um
caso tipico da obten¢do do conjunto a partir de um segmento de reta unitrio. A regra para a
constru¢do do conjunto € dividir indefinidamente o segmento de reta em trés partes, onde
duas permanecem e uma ¢ desconsiderada.

Figura 12: Conjunto de Cantor obtido a partir de um segmento de reta unitario.
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O conjunto de Cantor possui uma estrutura com auto-similaridade como uma conse-
qiiéncia de sua lei de formacgao (Barnsley, 1988). A auto-similaridade implica que, se uma
parte do conjunto for ampliada, esta serd idéntica ao conjunto original. Isto proporciona uma
natureza fraciondria para a estrutura do conjunto uma vez que o segmento de reta original
serd substituido por um conjunto de pontos que jamais ocupardo toda a dimensao original (1-
Dim), mas que também jamais terd uma dimensdo nula. Diz-se que o conjunto possui uma
natureza fractal, como uma alusdo ao termo fraciondrio.

Atrator € o conjunto limite para o qual se converge na medidaem que o tempo evolui.
Existem atratores de diversas dimensdes. Porexemplo, um Ginico ponto representa um atrator
de dimensdo zero, enquanto uma linha, € um atrator de dimensdo 1. O comportamento cadti-
co apresenta o que se chamaatrator estranho que possui uma dimensaofractal ou fraciondria
(Wiggins, 1990; Guckenheimer & Holmes, 1983). Existem muitas formas para se quantificar
a dimensao de um sistema dindmico. Farmer et al. (1983) apresentam uma revisao sobre as
principais formas. O método da capacidade de Komolgorov ou método das caixas consiste
em determinar quantos cubos de lado¢, ou esferas de raio €, N(¢), sao necessdrios para conter
todo o conjunto de pontos. Assim, se € variar, o nimero de cubos ird variar com a seguinte
relagdo (Mullin, 1993):

1
NE)~—. (8)
£P

A defini¢do da dimensdo de um conjunto pode, entdo, ser feita da seguinte forma,

N L(O)

50 log(1/¢) ®)

A Figura 13 apresen-
ta a se¢cdo de Poincaré para o
oscilador de Duffing quando 2t
@ =7.5. A resposta apresenta
um atrator estranho com di-
mensao fractal, D = 1.73, o 1
que significa que estd entre
1, que seria um segmento de 057 ;
reta, e 2, o plano. O atrator
possui uma estrutura lamelar
que tende a se repetir. 05}

2.5 —r T T : ;

Figura 13: Se¢édo de
Poincaré do movimento -1.5
cadtico: Atrator Estranho.
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A presenga da estrutura fractal no sistema dindmico, apesar de ndo estar necessaria-
mente associada ao caos, pode estar associada a imprevisibilidade no sentido de provocar
uma forte dependéncia das condig¢des iniciais. Isto estaria associado a fronteira fractal de
uma bacia de atragdo de um dado ponto de equilibrio. Um atrator captura todas as orbitas
que se iniciem na sua bacia de atragdo. Se a fronteira de dois atratores € suave, isto caracteri-
za duas regides distintas que podem ser bem definidas. Se por outro lado, a fronteira for
fractal, isto significa que dois pontos indefinidamente pro6ximos podem levar a pontos de
equilibrio distintos, o que torna impossivel prever a evolugao do sistema (Moon, 1992).

5. EXPOENTES DE LYAPUNOV

A forte dependéncia das condigdes iniciais, caracteristica fundamental dos sistemas
cadticos, pode ser quantificada através dos expoentes de Lyapunov, que definem a média da
razdo exponencial em que se diverge da vizinhanga de uma dada trajetdria. A definigdo deste
pardmetro € de essencial importadncia na caracterizagdo do caos, sendo um critério totalmen-
te aceito (Kapitaniak, 1991).

Considere uma trajetéria do sistema dindmico, que evolui a partir de uma condigdo
inicial. Considere também uma vizinhanga desta trajetéria, que pode ser definida por uma
esfera de didmetro d,. De cada ponto desta esfera, partird uma nova trajetéria e o conjunto de
todas as trajetdrias possiveis formard, em cada tempo t, esferas deformadas. Deseja-se ava-
liar como duas trajetdrias, suficientemente proximas, divergem uma da outra na medida que
o sistema evolui. Em outras palavras, deseja-se avaliar como a esfera inicial se comporta na
medida que o tempo evolui (Figura 14).

JI= M

\ d(1) = do b*

Figura 14: Avaliagcao dos expoentes de Lyapunov.
A variagdo do didmetro desta esfera pode ser expressa a partir da seguinte expressao,
d(t) = d b, (10)
onde b é uma base de referéncia. Se o expoente A for negativo ou nulo, as trajetdrias ndo

divergem. Se por outro lado, 4 for positivo, indica que as trajetdrias divergem, caracterizando
0 Caos.
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Algoritmos proprios devem ser considerados para avaliar os exponentes de Lyapunov
(Wolf et al., 1985; Parker & Chua, 1989). A divergéncia de uma trajetéria caética € local-
mente exponencial. Todavia, uma distancia d desta trajetdria ndo deve ir para infinito uma
vez que ela representa um sistema fisico. Desta forma, para avaliar a média desta divergéncia
das trajetdrias, deve-se tomar uma média do crescimento exponencial em virios pontos so-
bre a trajetéria. Assim, quando a distdncia d(t) torna-se muito grande, define-se um novo
d (1) para reavaliar a divergéncia (Figura 15). Com isso, € possivel definir uma média capaz

de medir a divergéncia.
Neste contexto, definem-se os expo-
entes de Lyapunov da seguinte forma,

4 1 . da(ry) \ (11)
= | — .
’ 'n"oz ogb(do(’k—l)J

k=1

Voltando ao oscilador de Duffing,
pode-se observar que os expoentes conver-
gem para um valor especifico. Como o sis-
tema possui dimensdo 2, o espectro de
Lyapunov é composto de dois expoentes, 4,
e A,. No caso de um comportamento bem
comportado (i = 4), os dois expoentes sdo
negativos (Figura 16a). Quando o sistema
apresenta comportamento cadtico (u = 7.5),
um expoente serd positivo (Figura 16b).

150 200 250 300 350 400

(1)

Figura 15: Calculo dos expoentes de

Lyapunov.

M

1.5 .

0 50 100 150
(b)
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Figura 16: Evolugao no tempo dos expoentes de Lyapunov.
(a) Movimento periddico; (b) Movimento cadtico.
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A partir do espectro de Lyapunov, é possivel formular um procedimento que avalie a
dimensdo do atrator. Considere o espectro de Lyapunov, ordenado de forma crescente. A
dimensdo de Lyapunov ¢ definida da seguinte forma (Wolf et al., 1983):

J
XA
D=j+ (12)
A

J+1

onde j € definido a partir das seguintes condigdes,

j+l

450 e S4<0 (13)
1=1 1=]

6. CONCLUSOES

Este trabalho apresentou uma revisdo sobre as principais caracteristicas do caos em
sistemas mecanicos. Para que um sistema dindmico apresente uma resposta cadtica € neces-
sdrio que ele possua caracteristicas ndo-lineares. Neste caso, dependendo dos pardmetros
deste sistema, ele pode responder caoticamente. Discutiu-se aqui que o caos possui forte
dependéncia das condigdes iniciais. Além disso, uma resposta cadtica deve estar associada a
existéncia da ferradura de Smale, o que caracteriza a presenga de uma estrutura fractal.
Como conseqiiéncia desta condi¢ao, o sistema dindmico deve possuir dimensao maior ou
igual a 3 para que possa experimentar 0 movimento cadtico. A resposta cadtica possui ainda
um atrator estranho, do tipo de um conjunto de Cantor, com dimensdo fractal. Os expoentes
de Lyapunov constituem outra forma para se quantificar o caos. Quando um sistema apresen-
ta resposta cadtica, pelo menos um expoente do espectro de Lyapunov deve ser positivo. Isto
significa que duas trajetdrias, suficientemente préximas, divergem exponencialmente na
medida que o tempo evolui.
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